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Théoreme de Brouwer en dimension 1 et 2

Lecons concernées : 181 190 203 204 253

Théoréme 1. Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle-méme admet (au moins)
un point fize.

Démonstration.

On note B la boule unité fermée et S la sphére unité de R (pour la norme euclidienne).

Etape 1 : Montrons le résultat en dimension 1.

On va montrer le résultat pour tout intervalle [a,b] de R. Soit F : [a,b] — [a,b] une fonction continue. On
considere la fonction ¢ : x —> F(x)—x. ¢ est alors continue et vérifie p(a) = F(a)—a > 0et ¢(b) = F(b)—b < 0.
Ainsi, par le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢ s’annule au moins une fois sur [a, b], donc F' admet au moins
un point fixe.

Etape 2 : Si I’énoncé était faux, montrons qu’il existerait une rétraction de la boule sur la sphére.

Soit F': B — B une application sans point fixe. On note G 'application qui & x € B associe 'intersection de S
avec la demi-droite issue de F'(x) passant par z. Pour tout € B, G(x) vérifie alors :

IG()]? =1 et G(z)—F(z)= Az —F(z)) avec A>0
On obtient alors :
P,(\) = [G@)] = 1 = N o = F(2)|* + 2\ (z = F(x), F(2)) + | F(2)|* = 1 =0
P,()\) est alors un polynéme de degré 2 en A. On a de plus P,(0) = |[|[F(z)]| —1< 0 et :
P.(1) = ||z = F(@)|* + 2 (z = F(x), F(a)) + |F(2)||* - 1
= lall* = 2 (2, F(2)) + | F(@)|* + 2 {2, F(z)) = 2||F(@)||* + | F(z)||* - 1

2
= [l=[” =1
<0
Enfin, comme |z — F(z)||> > 0, on a lim|yooo Pr(A) = +00. Ainsi, P, admet deux racines réelles distinctes,
une sur | — oo, 0] et une sur [1,+o0o[. On a alors un discriminant strictement positif pour tout z € B :

A(w) = 4(z = F(2), F(2))* = 4o = F(a)|* (IF(2)|* - 1)

La racine positive A(z) de P, est donc :

— (& = F(a), F(x)) + \/(x — F(2),F())” = ||z = F@)|* (1F(@)” - 1)
lz — F(x)]”

AMz) =

On en déduit alors que  —> A(z) est continue, donc que G est continue sur B. De plus, P,(1) =0si z € S,
d’ott A(z) =1 dans ce cas et G(z) = x sur S.
Ainsi, G est continue sur B et sa restriction a S est 'identité, c’est donc une rétraction.
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Etape 3 : Montrons le résultat en dimension 2.

On considére I'application :

v:][0,1] x [0,1] — S
(s,t) —  vs(t) = G(scos(2rt), ssin(27t))

Cette application est continue sur [0, 1] x [0, 1] & valeurs dans la sphére unité, et déforme continument o et v,
sans rencontrer I'origine. Leurs indices par rapport & I'origine sont alors égaux. Or, en identifiant R? & C, on a :

1 dz 1 dz
IndWO((O,O)) = ﬂ ? =0 et Indyl(((LO)) = % 7
Yo st

=1
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